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【学位論文審査の要旨】 
 
１ 研究の目的 
FitzHugh-Nagumo型反応拡散系は、神経細胞における興奮現象など記述する数理モデルと
して通常２種の反応拡散系として良く知られている。特に、1952年に A. Turingによって
提唱された「拡散誘導不安定性」のメカニズムに従い、常微分方程式としては安定な空間
一様な状態が、拡散効果(特に、２種の成分の拡散係数の違い)によって不安定化し、安定な
定常空間パターンが現れるという機能を持つ数理モデルの１つとしても有名である。実際、
FitzHugh-Nagumo型反応拡散系は、モデルに含まれるパラメータのとり方により、様々な
時空振動パターンや、進行波解、定常空間パターンをもち、実験、数値計算、数学解析お
よび工学への応用(パターンの制御など)と、幅広い研究が数多くなされている。 
 本論文に関係するのは、次のように表される２種の FitzHugh-Nagumo 型反応拡散系で
ある: u t = dΔu + f(u) –v,    v t = DΔv –γv +δu. ここで、２種の未知関数 u(x,t), 
v(x,t)は時間変数 tと空間変数 x の関数で、u t は時間偏微分を、Δはラプラス作用素を表
す。 また d と D は拡散係数、γとδは通常正のパラメータであり、f(u)は f(u)=u-u3もし
くは f(u)=u(u-β)(1-u) (ただし, 0<β<1/2)で与えられる。このとき, f(u)の選び方とγの選び
方で対応する常微分方程式系が平衡点(0, 0)のみを持つ場合と, 2つの安定平衡点を含む 3つ
の平衡点を持つ場合（双安定系という）とに分類される。特に、この FitzHugh-Nagumo
型反応拡散系に対して、時間に依らない解(定常解)は、変分構造を持つという特徴があり、
有界領域上でのノイマン境界条件下での Oshita(2004)の研究、及びディリクレ境界条件下
での Dancer-Yan(2004)の研究など、数多くの研究がある。一方、全空間での研究では、進
行波解の研究や、遠方でゼロに近づくホモクリニック定常解の変分解析も数多くある中で、
近年、Chen -Kung-Morita(2014)により、空間１次元でのヘテロクリニック解（２つの安定
平衡点をつなぐような解）を変分法により捕まえる新しい方法論が展開された。また, 
Doelman–Heijster-Kaper(2009), Chen–Heijster–Nishiura-Teramoto(2016)などに見られ
るように、３種 FitzHugh-Nagumo modelに対する内部遷移層をもつ局在解の存在、安定
性解析が力学系的手法や変分法的手法によりめざましく発展している。  
 本論文の目的は、こうした流れをふまえながら、変分法的アプローチを軸として、有界
領域の問題においては、Oshitaの研究を３種 FitzHugh-Nagumo反応拡散系に拡張すると
ともに、第３成分の拡散係数 D を無限大とした極限系（シャドウ系と呼ばれる）の定常パ
ターンへの影響を明らかにすること、また、Chen-Kung-Morita の研究を推進し、空間１
次元 R上の空間非一様な係数をもつ FitzHugh-Nagumo型反応拡散系のヘテロクリニック
解の存在と遷移層領域の位置についての研究を推進することである。 
 
２ 研究の方法と結果 
本論文は、大きく分けて２部構成となっている。 
第１部では、f(u)=u(u-β)(1-u) (ただし , 0<β<1/2)として、有界領域上での３種の
FitzHugh–Nagumo 型反応拡散系の定常解を付随する変分問題のエネルギー最小解として
研究している。第１成分 u の拡散係数が小さい場合の特異摂動問題を考え、まず、第２、
第３成分の拡散係数がともに１として、それぞれの方程式に現れるパラメータから定まる
パラメータ S に対し、ある閾値 S*が存在して、S≦S*ならばエネルギー最小解は定数とな
ること、S>S*ならばエネルギー最小解の第１成分 uが２つの安定値の間を激しく振動する
微細構造をもつことを証明し、時間発展問題における安定性解析も行っている。また、立
方体領域の場合に、最小エネルギーの精密なオーダー評価の厳密証明を与えた。特別な場
合は２種の場合に帰着するので、Oshita(2003)の結果の一般化を与えている。２種の場合
に、Oshita も証明なしで同じエネルギー評価を述べているが、本論文では新しい補間不等
式に基づく証明を与えている。また、本論文では、第３成分の拡散係数を無限大としたシ
ャドウ系に対する考察も行い、精密なエネルギー評価及び安定性への影響を明らかにした。 
 本論文の第２部では、主に f(u)=u – u３ とし、空間１次元 R上の空間非一様な係数μ(x)
をもつ FitzHugh-Nagumo 型反応拡散系のヘテロクリニック解を変分法及び
sub-supersolution法により捕まえる研究を行っている。ここでは、エネルギー等価な２つ
の安定平衡点がある状況であり、x - > - ∞と x - > + ∞でそれらの異なる平衡点をつなぐ解
の存在が示唆される。全空間 R 上では通常のエネルギー汎関数ではうまくいかないが、
Chen-Kung-Morita(2014)は優れたアイデアにより、第１成分の拡散係数を dとし、d – (1/
γ2)>0なる仮定のもとで、この問題にふさわしいエネルギー汎関数を見出すことに成功し、
空間一様な係数を持つ場合のヘテロクリニック解の存在証明を与えた。本論文の第３章で
は、空間非一様な係数をもつモデルを考え、自然な仮定の下で、付随する変分問題の最小
化解の存在証明を与えた。 基本的には, Chen-Kung-Moritaの方法に基づく議論をしながら、
平行移動不変性の欠如のために、着眼すべき区間を替えるアイデアの元で、エネルギー最
小化列に対し、遷移層領域が一様にコンパクトな領域にとどまる評価を行う工夫がなされ
ている。第４章においては、θ2 = d – (1/γ2)として, θ - > 0、(1/γ) = o (θ)なる特異摂動
問題を考察し、詳細な最小エネルギーの漸近展開を確立し、正確な遷移層位置と個数に関
する情報を得ることに成功している。第５章においては、空間非一様な係数μ(x)をもつモ
デルに対する奇関数ヘテロクリニック解の構成と d -> 0 における漸近挙動に関し、
Chen-Kung-Morita の sub-supersolution 法に基づきながらも、適切な subsolution 及び
supersolutionを選び、エネルギー保存則の欠如による困難を回避する改良を加えることで
遷移層近くの詳しい挙動を得ることに成功している。 
 
３ 審査の結果 
本論文では、まず、３種 FitzHugh-Nagumo 型反応拡散系の有界領域上でのノイマン境
界値問題に付随する変分問題のエネルギー最小解の存在と解構造を研究した。最初に、第
１成分 uの拡散係数 d=ε2が十分に小さい特異摂動問題において、最小解の性質が顕著に変
化するパラメータ Sの閾値 S*を明確にし、S>S*の最小解の第１成分である uが激しく振動
する特性をとらえた。次に、領域が立方体領域の場合に、付随する最小エネルギーのεが
十分小さいときの精密なエネルギーオーダー評価の厳密証明を与えることに成功している。
２種の系についての Oshita(2003)の結果の一部を３種に拡張したものとなっており、証明
において新たな補間不等式を確立して厳密な証明を与えたこと、さらには、第３成分の拡
散係数が無限大の場合に相当するシャドウ系の解析も与えていることは、この方面の研究
に一定の意義があると判断する。この結果は著名な国内学術雑誌に掲載済みである。 
 本論文では、次に、空間１次元 R上での双安定な FitzHugh-Nagumo型反応拡散系に対
するヘテロクリニック解の存在と解の定性的・定量的性質の研究を、モデルに空間非一様
な係数を場合の効果に着目して行っている。空間一様な係数をもつ場合の Chen 
-Kung-Morita(2014)による先駆的研究をもとに、空間非一様な係数が与える影響を明確に
することをテーマに、妥当な条件下でヘテロクリニック解の存在証明及び遷移層領域と非
一様係数との荒い関係性を与えることに成功している。特に, 平行移動不変性の欠如を補う
ために、遷移層領域を含んだ新たな領域の幅と位置を制御するという着想が成功の要因と
なっている。さらに、新たに拡散係数が十分小さい場合の特異摂動問題での解のエネルギ
ー評価、遷移層位置の詳細な解析は、対比すべきアレン・カーン方程式との違いを定量的
に明確に与えており、興味深い結果となっている。これらの結果の一部は既に著名な国際
学術雑誌に掲載済みである。また、本論文では、Chen-Kung-Morita による sub-super 
solution 法を用いての奇関数的ヘテロクリニック解の存在と性質の研究を、空間非一様な
係数を持つ場合に拡張した。特に、ある種の線形化固有値問題の固有値の正値性の証明に
新たな工夫をした点、さらに、固有値の下からの一様評価を与えることに成功したことは
顕著な結果であると言える。この結果は別の著名な国際学術雑誌に掲載決定されている。
本論文で展開された方法論および結果は、３種あるいは係数に空間非一様性を持つ
FitzHugh-Nagumo系の定常解の構造について、新しくかつ興味深い知見を与えるものであ
る。今後のこの分野の研究の展開に大いに貢献するものであると判断する。 
 以上の結果、本論文は博士（理学）の学位に充分値するものと判断する。 
 
４ 最終試験の結果 
本学の学位規定に従って試験および試問を行った。11月 10日に予備審査会を実施した上で、
1月 25日に公開の席上で論文を発表し、それに関する数理情報科学専攻教員による質疑応
答を以って試験とした。申請論文および関連分野について論文審査委員による試問を行っ
た。これら試験および試問を総合し、専門分野および外国語についても十分な学力を有す
るものと認め、合格と判定した。 
